RICM 4 Probabilités et Simulation .

Fiche 6 : Théoreme central limite et intervalles de confiance

Considérons une suite de variables aléatoire X1, Xo, ..., X, indépendantes et identiquement distribuées, d’espérance
et de variance 2. Considérons la somme de ces n variables aléatoires S,, = X; + - - - + X,,. Alors

— Tl est aisé de montrer que S,, est d’espérance n et de variance no?.

— Meéme si c¢’est plus difficile 2 montrer, quand n tend vers 'infini, on S,, ~ N (nu,no?) (convergence en loi).
Une forme alternative de ce théoréme est que % ~ N(0, %2)
Un des points remarquable de ce résultat appelé théoreme central limite est qu’a part I’espérance et la variance finie,
aucune hypothese n’est faite sur la distribution de X. C’est cette particularité qui permet d’utiliser ce théoreme dans des
situations extrémement variées.

Exercice 1. Modélisation et application directe

1. On lance un dé 24 fois. Utiliser le théoreme central limite pour estimer la probabilité que :
— la somme soit égale a 84.
— la somme soit supérieure a 84
— Comparez I’histogramme de la somme de 24 lancés avec celui de 1’approximation donnée par le théoréme
central limite.

2. C’est officiel depuis bientdt deux semaines, le World Trade Center (New York) qui sera fini de construire I’an
prochain va détréner la Willis Tower (Chicago) et sera le plus haut gratte-ciel des Etats-Unis, avec 1781 pieds
contre 1776 pieds ! Pourtant difficile de mesurer de telles hauteurs et tout ce que votre patron vous a donné, c’est
un laser ayant une erreur uniforme entre -2 pieds et +2 pieds.

— Si on mesure la tour Willis une seule fois, quelle est I’espérance et la variance de la mesure ? Quelle est I’unité
de la variance ?

— Estimez la probabilité que la moyenne de 18 mesures indépendantes soit entre 1775 et 1777 pieds.

— Comparez I’histogramme de la moyenne de 18 mesures avec celui de I’approximation donnée par le théoréme
central limite.

3. De passage a Las Vegas vous remarquez un jeu particulierement populaire. Pour y participer, on doit miser 1 dollar
a chaque fois. En cas de gain, on regoit 2 dollars plus la mise initiale. En cas de perte, on ne perd que sa mise
initiale. Ayant suivit I’excellent cours de Probabilités et Simulations de Jean-Marc, vous calculez rapidement que la
probabilité de gagner est d’1/4. Attiré par la fievre du jeu, vous décidez de jouer 240 fois d’affilée !

— Un miracle étant peu probable dans un tel lieu de débauche, environ combien d’argent avez-vous perdu en
quittant le casino ?

— Quelle est la probabilité que vous ne perdiez pas d’argent si vous ne jouez qu’une fois ? Si vous jouez 240 fois ?

— Quelle est la probabilité que vous gagnez plus de 10 dollars en jouant 240 fois ?

— Comparez I’histogramme du gain avec celui de I’approximation donnée par le théoréme central limite.

Exercice 2. Illustration de la notion de confiance La convergence en loi vers la loi normale permet de définir un
intervalle de confiance. En effet, si une réalisation de S;—: ne nous donne jamais exactement x, elle en est cependant assez

proche et les propriétés de la loi normale nous permette de le quantifier :
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— Illustrer cette notion de 95% en réalisant par exemple N fois les 18 mesures de la tour Willis et en comptant
combien de fois la moyenne de ces 18 mesures est effectivement dans I'intervalle [1 775,4,1776,6] 2!

— Proposez une visualisation de ces données illustrant cette notion de confiance.

— Combien de mesures faudrait-il effectuer pour avoir estimation a 0.1 pied a 95% ?

Exercice 3. Un probléeme d’initialisation ? Le théoréme central limite permet d’obtenir une évaluation de I’espérance

(a I’aide d’un intervalle) et de quantifier la probabilité que cette évaluation soit correcte. Néanmoins, cette estimation

repose sur la connaissance de la variance 0. On pourrait bien siir se contenter de la variance empirique mais est-ce une

bonne mesure ? Pour le savoir, on se propose de partir d’une variable X ~ N(5,1) et de regarder la distribution de
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, qui est un estimateur non biaisé de o2, pour différentes valeurs de n.

— A partir de quelle valeur de n, V,2 n’est “jamais bien loin” de o2 ?

— Supposons que vous cherchiez a estimer la probabilité d’un événement relativement rare (par exemple, la proba-
bilité qu’une piece tombe sur la tranche). Pensez-vous que V,? sera un bon estimateur de o2 ? Est-il possible de
borner o2 pour pouvoir quand méme utiliser le théoréme central limite ?

. 4
1. On notera que 2/ 5555 ~ 0,6.
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